
A01. 流形 X
这是我们所构建的拉格朗日力学的几何结构的底层基础——时间轴 或更一般的参数空间。

一、严格数学定义：流形（Manifold）

定义（光滑流形）

设 X 是一个拓扑空间。若它满足：

一个拓扑空间如果只满足了其中前2条要求，则被称为一个 拓扑流形，也就是一个“处处看起来像
欧氏空间”的拓扑空间，但该空间还没有被赋予微分结构，无法定义微分等概念，同时我们也不知
道局部坐标图之间能否“拼接”；
定义中的第三条赋予了该拓扑空间以微分结构，这允许我们在局部坐标图之间“拼接”导数、张量
等对象

性质 / 空间类型 拓扑空间 拓扑流形 光滑流形

拓扑结构（开集） ✅ ✅ ✅

局部同胚于 Rn ❌ ✅ ✅

Hausdorff、第二可数 ❌ ✅ ✅

图之间光滑变换 ❌ ❌ ✅

可定义导数/向量场 ❌ ❌ ✅

1. X 是第二可数的、Hausdorff 的拓扑空间；
2. X 上存在一个开覆盖 {Uα}，以及每个 Uα 上的同胚（只能要求是拓扑同胚）：

φα : Uα φα(Uα) ⊂ Rn

被称为局部坐标图（charts）；

∼
−→

3. 不同图之间的坐标变换：

φβ ∘ φ−1α : φα(Uα ∩ Uβ) → φβ(Uα ∩ Uβ)

是 C∞ 光滑的；
则称 X 是一个 n 维光滑流形（smooth manifold）。



疑问：为什么光滑流形的定义中要求局部坐标图之间的“变换”是 C∞ 光滑的？

只有保证坐标变换是光滑的，才能确保流形上定义的光滑映射（例如光滑函数、光滑向量场等）

在局部坐标下具有一致的定义。

一个简单的例子是，如果不要求流形具有该性质，那么：

考虑流形上的一个函数 f :M → R，想要判断该函数的“光滑性”，由于流形上定义了坐标图，我
们只需要逐点考虑局部坐标图诱导的函数 f ∘ φ−1α : Rn → R 作为普通函数的光滑性；
但是，当 p ∈M 上同时存在两张局部坐标图 φα,φβ ，如果这两张局部坐标图“不兼容”（也就是说
φα ∘ φ−1β ∉ C∞） ，则可能发生 f ∘ φ−1α ∈ C∞, f ∘ φ−1β ∉ C∞ 的情况，也就是说流形上“映射的光
滑性”的定义在不同的局部坐标图下不一致

疑问：怎样的拓扑空间被称为“第二可数”的

一个拓扑空间 X 被称为第二可数，如果存在一个可数的开集系统 B = {B1,B2,B3,…}，满足以

下条件：

直观上，第二可数性意味着，你可以用一个可数的“开集集合”来“生成”这个空间的所有开集。这使
得空间的拓扑结构在某种程度上是“可数的”或“离散的”，因为每个开集可以被表示为一个可数基底
的并集

疑问：什么样的拓扑空间被称为 Hausdorff 的？

一个拓扑空间是Hausdorff的（也称为**T2 空间**），意味着空间中的任意两个不同的点，都可以
通过开集分开，即它们各自都有一个不相交的开集“住处”。

直观解释：

想象你在一个房间里，房间里有两个人。这个房间是Hausdorff空间，意味着你总是能够找到两
种不同的“区域”或“空间”，每个人都可以各自待在一个区域里，并且这两个区域没有交集。换句话
说，你可以把两个人分开而不让他们接触。

B 是 X 的基底，也就是说，对于空间中的任何开集 U ∈ TX，都可以表示为某些基底元素的

并集，即

U = ⋃
Bi⊆U

Bi, Bi ∈ B.

* 这个基底 B 是可数的，也就是说它包含有限个或可数个元素。



具体来说，对于Hausdorff空间，给定任意两个不同的点 x 和 y，总能找到两个开集 U  和 V，使
得：

直观示例：

反例：

二、直观解释：什么是“流形”？

三、在拉格朗日力学中的角色

在拉格朗日力学中，我们通常取：

1. x ∈ U

2. y ∈ V

3. U ∩ V = ∅（即这两个开集没有交集）

这个特性确保了在Hausdorff空间中，两个不同的点总是可以“被分开”，无论它们之间的距离
有多近

1. 欧几里得空间 Rn：

例如，在二维空间 R2 中，假设有两个不同的点 A 和 B。你可以总是找到两个小圆圈
（开集）围住每个点，而且这两个圆圈不会重叠。这个性质就是Hausdorff性的体现。

2. 平面上的两个点：
如果你在平面上选择两个不同的点，你总是可以找到两个不重叠的圆圈，分别包围每个

点。这是因为平面是Hausdorff空间。

1. 某些不具备Hausdorff性的拓扑空间：
比如在点集拓扑中，如果你把某个点当作一个开集的唯一元素，两个不同的点可能无法被

分开。在这种情况下，不能保证总有两个互不重叠的开集分开它们，所以它不是

Hausdorff空间。

流形是“看起来局部像 Rn”的空间；

可以弯曲、拼接，但每个小块都能贴上坐标系；

例子：

R、S 1 是 1 维流形；
Rn、Sn、环面 T 2 是常见流形；

更复杂如流体的配置空间、控制系统状态空间等。



总结

项目 内容

对象 光滑流形 X

数学定义 局部像 Rn，开覆盖重叠区域的坐标变换光滑

在拉格朗日力学中 表示时间轴（通常 X = R）

作用 是构型丛 Y  的基底，轨迹 ϕ 的定义域

示例 自由质点：X = R，表示时间演化参数

X = R：表示时间轴；
系统的状态随时间 t 而演化，因此系统的运动轨迹定义在 X 上；
构型丛 Y  以上的结构都将以 X 为底空间；
若研究的是“空间曲线”“周期系统”等，也可以取 X = S 1（单位圆）等更一般的 1 维流形。


